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TDyy — Fonctions de plusieurs variables

Exercice 1 Lecture graphique

Pour chacune des fonctions tracées ci-dessous, lui associer ses lignes de niveau.

Exercice 2

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer son ensemble de définition, justifier qu’elle est
de classe C! sur son ensemble de définition, et calculer son gradient.

1. a: (z,y) = 2%y + 2%y? + 2ze? 7. g: (z,y) — zcos(y) + ycos(x)
2. b: (2,y) = e” +e¥ —e™ 2
3. ¢: (z,9) — In(a? + y* + 222y + 3) 8. h:(z,y) — arctan (—1 n y2)
4. d: (x,y) — cos(x + y) + sin(z — y)
2
5. ei(z,y)HL 9. i:R* 5 R, (x,y) — zye ® T2
1 + .’L'2 + 92
ely 10 ] . RS — R, (I7y,z) — zyez + xzey +
6 ) i
cos(zy) + 2 yxe
1k R™ =R, (21,...,20) o (a3 4+ al)e (e,

Exercice 3

On définit f sur R® par : f(z,vy,2) = sin® z + cos? y + 22.
1. Justifier que f est de classe €' sur R3.
2. Déterminer le développement limité d’ordre 1 de f en un point A = (zg, Yo, 20)-

Exercice 4

Of o
ox

1. Soit ¢ : R? — R? définie par ¢(z,y) = (x —y,z +y) ot f € €'(R?* R). Déterminer
Of op
Ay
2. Soit ¢ : R — R, f : R — R deux fonctions de classe €2 sur R et F': R? — R la fonction
définie par

et

Fa,y) = f(z + ¢(y))-
Vérifier que F est de classe €2 sur R? et montrer que pour tout (x,y) € R?

PFOF  0°F oF _
dz2 9y  Oxdy dx

1
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Exercice 5

TYZ .
I i (0,9.2) # (0.0,0)
Soit f: R® — R définie par f(z,y,2) = v +y“ +=2
0 sinon

1. Montrer que V(z,y,2) € R* | f(z,y, 2)| < |yz|-
2. En déduire que f est continue sur R3.

Exercice 6 Etude d’un extremum par variation de fonctions

Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = z* + y* — 4.
1. Montrer que f n’admet pas de maximum.
2. On se propose de montrer que f posséde un minimum.
(a) En considérant f(—z, —y), montrer qu’on peut se restreindre a y > 0.
(b) Pour y > 0 fixé, montrer que la fonction z — f(x,y) admet un minimum noté g(y).

(c) Etudier les variations de y — g(y) et en déduire que f admet un minimum, et préciser
le(s) point(s) ot ce minimum est atteint.

Exercice 7

Soit g : R* — R la fonction définie par g(z,y) = ®(z + > + €%). On considére également la
fonction f, définie sur R par f(t) = 14t + 2¢'.
1. Montrer que ¢ est C* sur R?, et calculer ses dérivées partielles.
Montrer qu’il existe un unique réel « tel que f(«) = 0. Justifier que a € [—2, —1].
En déduire que g posséde un unique point critique, que ’on exprimera en fonction de a.
Déterminer la nature locale de ce point critique

CUk W

En remarquant que pour tout y € R, g(z,y) > ¢g(z,0), montrer que g posséde un minimum
global.

Exercice 8

Montrer que la fonction définie sur R? par f(z,y) =sinz 4+ y* — 2y + 1 est C* et qu’elle posséde
une infinité de points critiques.

Ces points critiques correspondent-ils & des extrema de f 7

Exercice 9
Soit f la fonction définie sur R® par f(z,y,2) = (z +y + Z)efé(“’z*y%zz).
1. Montrer que f est C' sur R® et déterminer ses points critiques.
2. Montrer que pour tout (z,y,z) € R® |z +y + 2| < V312 + 42 + 22.
3. En étudiant la fonction définie sur RT par g(t) = \/fe_t/ﬁ, déterminer la nature des points
critiques de f.

Exercice 10

1 1 1
Soit f la fonction définie sur Q =|0, 1[x]0, 1] par f(x,y) = + + .
l—y x4y

T l-x
1. Montrer que f est C? sur Pouvert €, et calculer ses dérivées partielles premiéres et secondes.

2. Déterminer les points critiques de f.
3. Montrer que f admet un extremum local sur ).

Exercice 11

Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes :
1. f:R?* 5 R, f(z,y) =23 + oy +4°.
1 1
2. ¢g: (R*)2 — R, g(z,y) = 4oy + - + ;
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1
ery'

3. h:(RY)? =R, hz,y) =2 +y* +

Exercice 12

Soit f(z,y) =z + > + 2zy + x>,
1. Montrer que f est de classe C? sur R? et qu’elle admet un unique point critique.

2. Déterminer les valeurs propres de la hessienne en ce point critique. Peut-on conclure quant
a la nature de ce point critique ?

3. Etudier les signes de f(z,x) et f(x,—x), et conclure.

Exercice 13

Soit f la fonction définie sur R® par f(z,y, 2) = 22 + y* + 22 — 2zyz.
1. Justifier que f est de classe C2, et calculer ses dérivées partielles d’ordre 1 et 2.
2. Montrer que f admet exactement cing points critiques, dont le point (0,0, 0).
3. Déterminer la matrice hessienne de f en (0,0,0), et en déduire que f posséde un minimum
local en (0,0,0). Est-ce un minimum global de f?
4. Pour chacun des autres points critiques, vérifier que 4 est valeur propre de la matrice hes-
sienne, et déterminer si f admet ou non un extremum local en ce point.

Exercice 14

Soit f la fonction définie sur Pouvert (R%)? par f(z,y) = zlny —ylnaz.
1. Montrer que f est de classe C! et déterminer son gradient.
2. Soit ¢ la fonction définie sur R} par ¢(t) =Int —t + %
Montrer que si (x,y) est un point critique de f, alors p(Iny) = 0.
3. En étudiant le sens de variations de ¢, montrer que f posséde un unique point critique
(z0,Y0)-

4. Montrer que pour « € [0, 1], f(zo+a,yo—a) = — f(xo—, yo+ ). f admet-elle un extremum
local sur (R%)??

Exercice 15

Soit D = {(z,y) € R? : 2> =1 <y <1 —2%}, et soit Dy = {(z,y) e R?: 2% —1 <y <1—2°}.
On admet que D est fermé, que Dy est ouvert, et que tous les deux sont bornés.
Soit f la fonction définie sur D par f(z,y) = y* — 2%y + 2°.

1. Justifier que f posséde un maximum M et un minimum m.

2. Déterminer les points critiques de f sur Dy.

3. Etudier les fonctions z +— f(x, 2% — 1) et =+ f(x,1 — x?), et en déduire les valeurs de m et
M.

Exercice 16

Soit D = {(x,y) € R? : 22 4+y? < 1} et soit f la fonction définie sur D par f(z,y) = 2° —3z(1+y?).
1. Justifier que f admet un minimum m et un maximum M sur D.

2. Montrer que sur B(0,1), f n’admet pas de point critique. Que peut-on en déduire & propos
de met M7

3. En étudiant la fonction ¢ — f(cost,sint), déterminer les valeurs de m et M.
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Exercices issus d’oraux

Exercice 17
(Oral 2008)

1 [
Soit f une fonction continue sur R et soit g : R* x R — R définie par g(z,y) = — / ft)dte.
x x

1. Montrer que la fonction g est prolongeable par continuité sur R?
2. La fonction ainsi prolongée est-elle de classe C* ? de classe C??

Exercice 18
(Oral 2011)
Déterminer les fonctions f de classe C? sur (Ri)Q telles que

. *f *f
V(Zﬁ,y) € (R+)27 xzw(xvy) - y28—y2 =0

x
On pourra poser u = — et v = zy.

Exercice 19
(Oral 2011)

Yy
Soit f une fonction de classe C? sur R et F définie par F(z,y) = / e" T f(22 4+ t) dt.

—Z

1. Montrer que F est de classe C? sur R, on pourra poser un changement de variable.

0’F oF
2. Déterminer f pour que F' soit solution de I’équation aux dérivées partielles — + 2
0*F

9z " “ox
4i— +F=1

Oy

Exercice 20
(Oral 2016)
Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = 2® — 3z(1 + ¢?)

1. Etudier Pexistence d’extréma, de f.

2. Soit D = {(z,y) € R?, 2% + y* < 2}. Etudier les extremas de f sur D.
Exercice 21
(Oral 2015,2016,2018)
. 2 . . N 4 1 oo 2
1. Soit (z,y) € R*, justifier la convergence de intégrale F(x,y) = 7= (t —x)*(t —
™ o0

y)Qe_t2 de
2. On donne

400 3 +oo +oo

/ the t" dt = %E, / 2ot dt = g et / e dt =1

— 00

1
Montrer que, pour (z,y) € R?, on a F(z,y) = z%y* + 5(302 + 9% 4 day) +
3. Déterminer les points critiques de F' et étudier leurs natures.

] W
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Corrigés des exercices

Corrigé de I’exercice 1

Un dessin vaut mieux qu’une longue explication :

Corrigé de 1’exercice 2

1. a:(z,y) — 2%y + 2%y* + 2ze?
La fonction (z,y) + y est de classe C' car polynomiale, la fonction ¢ + e est de classe C* sur
R(fonction usuelle), par composition on en déduit que la fonction (x,y) — eY est de classe
C'. Les fonctions (x,y) — 2 4+ 2%y? et (x,y) — 2z sont de classe C! car polynomiale. Ainsi
a est de classe C! en tant que somme et produit de fonctions de classe C!.

On a

0 0
Y(x,y) € R?, a—z(a:, y) =2xy + 2292 + 2eY 8—;(:1:, y) = 22 4 22%y + 2xeY

Et donc
Va(z,y) = (2zy + 2zy> + 2¢¥, 27 + 227y + 2ze?) .

2. b:(z,y) — e” +e¥ — e La fonction exp est de classe C' sur R, la fonction (x,y) ~— zy est
de classe C' car polynomiale, ainsi b est de classe C! en tant que somme et composition de
fonctions de classe C .

On a

ob ob
2 — % _ Ty — oY _ Yy
V(z,y) e R, oo (z,y) =" —ye ay (z,y) =e’ —ze
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Et donc
Vb(z,y) = (e — ye™,e¥ — ze™).

3. c: (z,y) — In(z? + y* + 22%9* + 3)

La fonction In est de classe C* sur ]0, +oo[, la fonction (z,y) — 2 + y* + 22%y* + 3 est de
classe C' car polynomiale et vérifie

V(z,y) € R?, 224yt +20%%+3>3>0

Ainsi ¢ est de classe C! en tant que composition de fonctions de classe C* .

On a
Jc 4xy? + 22 Jc 493 + 422y
v N S RQ, -\, = a4 =
(:E y) 81, (:E y) y4 + 2$2y2 + :EQ + 3 8?/ (‘T y) y4 + 2$2y2 + IL'2 + 3
Et donc
day? + 2z 4y + 4y
Ve(e,y) = — 2,2 4 2 1o 2,2 1 2 :
y*t 4+ 2z%yc + o + 3yt 4+ 2xcys + x4 43

4. d: (z,y) — cos(z + y) + sin(z — y)

d est de classe C* en tant que composition de fonctions de classe C! .

On a
Wo) € B, Sl(a) = cosly —a) —sin(y-+a) g (5,0) = —sinly +) — cos(y — )
Et donc
Vd(z,y) = (cos(y — z) — sin(y + ), —sin(y + z) — cos(y — z)) .
5. e (2,y) — 1++2y+y2

e est de classe C! en tant que quotient de fonctions de classe C' dont le dénominateur ne
s’annule pas.

On a
Oe y(y? —a2?+1) Oe z(y? — 2% —1)
V(z,y) e R?, —(z,y)="—"o—"——2 Ly =t =
(z,y) gz &Y (y2 + 22 +1)° ay( v) (y2 + 22 +1)°
Et donc
2 2 2 2
yly —a“+1 r(y* —x°—1
Ve(z,y) = (2 5 2),— (2 5 2) :
(y? + 22 +1) (y2+22+41)
ey
6' f (IE,y)’—) COS(ZCy)—f—Q

f est de classe C! en tant que quotient de fonctions de classe C' dont le dénominateur ne
s’annule pas.

xe™ (sin (xy) + cos (xy) + 2)
(cos (zy) +2)

(2,9) = ye™¥ (sin (zy) + cos (zy) + 2) ﬂ(z, y) =

V(z,y) € R?,
) (cos (zy) + 2)° Iy

of
ox

Et donc

Vi(z,y) = <

ye™ (sin (zy) + cos (zy) +2) xe™ (sin (xy) + cos (zy) + 2)) -
(cos (y) +2)* ’ (cos (zy) +2)*

7. g: (z,y) — zcos(y) + ycos(x)

g est de classe C! en tant que somme et produit de fonctions de classe C!. On a

Y(z,y) € R?, %(m, y) = cos(y) — ysin(x) —=(z,y) = cos(z) — xsin(y)

Et donc
Vyg(z,y) = (cos(y) — ysin(z), = cos(x) — xsin(y)) .
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22
8. h:(z,y) — arctan (W)
2

La fonction (z,y) — est de classe C! en tant que quotient de fonctions de classe C!

1+y?

dont le dénominateur ne s’annule pas. La fonction arctan est de classe C! sur R, ainsi h est
de classe C! en tant que composition de fonctions de classe C'. On a

ah( ) 2z (y2 + 1) ah( ) 22y
i) = i) = —
oz Y yt 4 2y% +at 4+ 1 dy Y yt 42y +at 41
Et donc
Vh(z.) 2z (y* + 1) 222y
T,y) = - .
e\ U a1 1

9. Les fonction (z,y) — —x2 + 2y est C' sur R? car polynomiale. Par composition avec la
fonction exponentielle, qui est C' sur R, (z,y) — e T2 ogt €L sur R
De plus, (z,y) — xy est de C!, et donc par produit de fonctions C', i est C' sur R% On a
alors

al —z2 81 22
V(z,y) € R?, 5 (@y) = e T (y —22%y) 8—y(x,y) =e "1 (z+ 22y).

Et donc ) ,
Vi(z,y) = (72 (y - 22%) e+ (2 + 2ay) ).

10. La fonction (x,y,z) — zy est polynomiale, donc C!' sur R®. De plus, (z,y, z) — 2z est C* sur
R3, et comme la fonction exponentielle est C! sur R, alors (z,y,2) — e est C' sur R3.
Par produit de fonctions C', (z,y, z) — zye® est C! sur R>.
De méme, on prouve que (z,%, z) — zze¥ et (z,y, 2) — yze® sont C!, donc j est C! sur R?
par somme de fonctions C?.

On a alors
dj aj aj
a—i(z, y,z) = ye® + ze¥ + ye® +yxe”, 8—‘;(x,y, z) = we® + xze¥ +xe®, a—i(z, y,z) = zye® +xeY.
D’ou
Vi(z,y,z) = (ye* + ze¥ + ye* + yxe®, xe® + xze? 4+ xe”, xye® + xe¥)

11. La fonction (x1,...,x,) — :cf 4+ xi est C! car polynomiale. Donc, par composition avec
la fonction ¢t — te~t, qui est C* sur R, la fonction k est polynomiale sur R”™. On a alors, pour
i€ [1,n],

Ok — (224 422) 2 2y, —(z24--422)
arl(xl,...,xn):ine 1 n) —2xi(x + -+ )eT 1 n),
K3

Corrigé de 1’exercice 3

1. La fonction z — sin® z est de classe C! sur R, donc la fonction (z,y,2) — sin’ x est de classe
Ct sur R®.
De méme pour les deux autres termes de la somme, donc f est de classe C* sur R3.

2. Puisque f est de C! sur R®, on peut appliquer le théoréme de Taylor-Young, ce qui donne :

B of of of
f($0+h7 ?JO‘HC, ZO+Z) (h,k,l):(0,0,0) f(x07 Yo, ZO)—’—ha:r (:COa Yo, Z0)+k ay ($05 Yo, Z0)+l (9IE ($05 Yo, Z0)+0(|| (h7 ka l)”)
D’ou

f(zoth, yo+k, z0+l) in? () +cos? (yo)+25+2h cos(xo ) sin(2) —2k cos(yo) sin(yo)+220l+o(||(h, k, 1))

= S
(h,k,1)—(0,0,0)

7 Bastien Marmeth
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Corrigé de ’exercice 4

1. D’aprés la régle de la chaine, on a

AT of ofop . of of,

2. Par somme, la fonction (z,y) — x + ¢(y) est de classe C? sur R? et par composition par f,
elle méme de classe C? sur R, F est de classe C? sur R

On a alors, par composition,

Semn) = Fat o) G @) =P @+ o)
Puis

T @) = Iarew) g en) =S ) e Gon) = ¢ W W) ) o)

On a donc bien

PFoF 0% oF _
dz2 9y  Oxdy dx

Corrigé de l’exercice 5

1. Si (z,y,2) = (0,0,0), le résultat est évident.

Sinon, on a /22 + y2 + 22 > Va2 = |z, de sorte que

TYz x||lyz
Flany,2) = 2 ezl )

V2t t 2 e

2. Les fonctions (z,y, z) — zyz et (x,y,2) — 2 + y? + 2 sont continues sur R?, et la fonction
t — \/t est continue sur R

Ainsi, (z,y,2) — /22 +y2 + 22 est continue sur R?, et ne s’annule pas sur R® —{(0,0,0)},
donc f est continue sur R* —{(0,0,0)}.
De plus, notons que pour n > 0, si ||(x,y, 2)|| <7, alors |y| < net |z] <

Soit donc € > 0, et soit (z,y, z) € R® tel que ||(z,v, 2)|| < vz. Alors

|f(2,y,2) = £(0,0,0)] = [ f(z,y, 2)| < lyllz] < (v&)* =e.

Ainsi, en posant 1 = /¢, on a bien prouvé que

Ve > 0,3 >0 [[(z,y,2)| <n=|f(z,y,2) = f(0,0,0)] < &

La fonction f est donc continue en (0, 0,0), et elle est ainsi continue sur R? tout entier.

Corrigé de ’exercice 6

1. Fixons par exemple y = 0. Alors f(x,0) = zt T +00.
Tr—r+00

Donc f peut prendre des valeurs arbitrairement grandes : elle ne posséde pas de maximum.
2. (a) On a, pour tout (z,y) € R?, f( x, —y) flz,y).

Notons alors H = {(x,y) € R :y = 0} le demi-plan formé des points d’ordonnée posi-
tive.
Il est évident que si f posséde un minimum sur R?, alors elle posséde un minimum sur
H.
Inversement, supposons que f posséde un minimum sur H, c’est-a-dire qu’il existe
(x0,Y0) € H tel que

V(Zﬁ,y) € Ha f(:rvy) = f($o,yo)-

8 Bastien Marmeth
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Montrons qu'il s’agit également d’un minimum de f sur R%. Soit donc (x,y) € R?.

e Siy>0,alors (z,y) € H et donc f(z,y) > f(zo,yo)-

e Siy <0, alors (—z,—y) € H et donc f(x,y) = f(—=z,—y) = f(x0,y0)-

Ainsi, on a prouvé que pour tout (z,y) € R?, f(z,y) > f(xo,v0) : f posséde un mini-
mum en (Zg, Yo).

Dans la suite, on restreint donc la recherche de minimum a H.

Figure .1 — Un exemple de fonction vérifiant f(z,y) = f(—z, —y)

(b) Pour y fixé, soit g, : x +— 2* +y* — 4ay.
Elle est dérivable sur R, de dérivée égale a g, (r) = 4(z® — y). Son tableau de variations
est, alors le suivant :

x —00 Sy +00
gy () - 0 +
+00 +00

et donc g, admet un minimum en x = ¥y.
Et ce minimum vaut alors

9(y) = 9, (¥) = (¥9)" +y* — 4yy = y* — 3y"3.

(c) La fonction g est dérivable et ¢'(y) = 4(y® — y*/?).
Onaalors ¢'(y) =0 =yP ey’ =yoy=00ouy=1.
Le tableau de variation de g est donc

Y 0 1 +00
9'(y) 0 - 0 +
0 +00
-2
Elle admet donc un minimum en y = 1, et ce minimum vaut g(1) = —2. On en déduit
que

V(z,y) € Rx[0,+oo, f(z,y) > g(y) = 2.

Sur le plan du bas, on
a représenté H en
bleu. La restriction de
f a H est donc la
partie en couleur de la
surface. 11 suffit de
connaitre cette partie
pour en déduire le
graphe de f sur R? :
Pautre partie est
obtenue par symétrie
par rapport a ’axe des
z (résultat & mettre en
paralléle de la
symétrie de la courbe
représentative d’une
fonction paire d’une
seule variable).

En particulier, si la
restriction de f a H
posséde un minimum,
f posséde un minimum
sur R? tout entier.

Notons que gy est une
fonction d’une seule

variable, tout ce qu’il
y a de plus classique!
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De plus, on a f(x,y) = —2 si et seulement si les inégalités ci-dessus sont des égalités.
En particulier, il faut avoir g(y) = -2 < y = 1.
Et il faut alors également que f(x,1) = gi(z) © 2z = V1 =1.
Enfin, si y<Oona
f(x,y) = f(—l', _y) z —2
avec égalité si et seulement si (—z, —y) = (—1,—1).
Donc V(z,y) € R?, f(z,y) > —2, avec égalité si et seulement si (z,3) = (1,1) ou
(‘Tay) = (_L -1).
f posséde donc un minimum atteint en deux points qui sont (1,1) et (—1,—1).

= -‘v———
e T T

y ]

x

Pour y fixé,  — f(z,y) admet un minimum en x = ¥y.
En violet, la courbe reliant ces différents minimums. Il s’agit d’une courbe tracée dans
R?, mais en la regardant « de coté », c’est-a-dire comme le graphe d’une fonction ne
dépendant que de la variable y (c’est le dernier dessin), on obtient le graphe de la fonction
g. Celle-ci atteint son minimum en y = 1. Si on le voit de nouveau dans 'espace, il s’agit
du minimum de la fonction f.
Remarque : A priori, cette méthode pourrait fonctionner pour toutes les fonctions de deux
variables (et pourrait se généraliser aux fonctions de n variables). Toutefois, il faut pour cela étre
capable de donner l’expression exacte du (ou des) point(s) en le(s)quel(s) z — f(z,y) admet un
extremum, ce qui est en fait rarement possible.

Corrigé de ’exercice 7

1. La fonction (z,y) — « est de classe C ! sur R? car polynomiale. Et donc par composition avec
la fonction ¢+ e, (2,%) — e” est également de classe C*.
D’autre part, (z,y) — z + y* est polynomiale, donc de classe C', et donc par somme et
produit de fonctions C', g est une fonction de classe C' sur R

On a alors
0 0
8—§(z,y) =e"(+y° +e”) +e"(1+e7) =e"(1+z+y” +27), a—z(z,y) = 2ye”.
2. La fonction f est clairement dérivable sur R, et f'(t) = 1 + 2’ > 0.
Donc f est strictement croissante sur R. De plus, thIJP ft) = +o0 et , lim f(t) = —o0,
——+o0 ——00

donc par le théoréme de la bijection

1
De plus, on a f(—2) = —2+2e 2 =2 (—2 - 1) <0et f(=1)=2e""'>0.
e

Et donc par stricte croissance de f, on a a €] — 2, —1].
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3. Un point (z,y) € R? est un point critique de g si et seulement si

% (wy) = 0 2 ’

7 @{; (1+:1(7)+y +207) =0 @{lJr:ngy +2067 =0 @{f(z)o
= ye = y=

8y(z y)=0

Et donc (a,0) est 'unique point critique de g.
4. On détermine la hessienne de g au point critique («, 0).

g est de classe C% donc, d’aprés le théoréme de Schwarz

e” (24 +y* +4e") 2ye”

Hgy(z,y) = 2ye”
2¢e”
Ainsi
e“(24+ a+4e%) 0
Hy(a,0) = 0
2e“

H,(a,0) étant diagonale son spectre s’obtient facilement, Sp(Hy(c, 0)) = {e%(2 + a + 4e%), 2e*}.
Or a > —2, ainsi Hy(w,0) n’a que des valeurs propres strictement positives.

On ne déduit que g atteint un minimum local en («, 0).
5. Puisque e” > 0 et 4> > 0, il est évident que pour tout (z,y) € R?,

gz, y) =e"(1+z+y*+e*) 2 e"(1+z+e") = g(x,0).

Notons donc h : z — g(z,0) = e*(1 4+ x + €*). Alors h est dérivable sur R, et sa dérivée est
h' iz e®(1+x+2e%) =e” f(x).

Donc cette dérivée est du signe de f. et donc h posséde un minimum en «. On en déduit
donc que pour tout z € R, g(z,0) = h(z) > h(a) = g(«, 0).

Et donc, pour tout (z,y) € R?, g(z,y) > g(a,0) : g admet un minimum global en (v, 0).
Notons que puisque g ne posséde qu’un point critique, ce minimum n’est atteint qu’en un
point.

Corrigé de 1’exercice 8

La fonction (x,y) ~ x est C* car polynomiale, et donc, par composition avec la fonction sin, qui
est C! sur R, la fonction (z,y) — sin(z) est de classe C' sur R

De plus, (z,) — y*> — 2y + 1 est polynomiale sur R?, donc C! et ainsi, f est C' car somme de
fonctions C*.

On a alors, pour (z,y) € R?,

OF ) = cosz. () = 2 —
ax(z,y)fCOSIE, 8y($,y)72y 2

cosrx =0

(z,y) est donc un point critique de f si et seulement si {2 .
y —_ =
Ce systéme posséde une infinité de solutions, qui sont les (g + km, 1), ke Z.

1 si k est pair

—1 sinon

On a alors f (g +k7r,1) = {

Notons que f ne posséde pas de maximum car 1131 f(0,y) = +o00. Et donc les (g + km, 1) avec
y*} o0

k pair ne correspondent pas & des extrema de f.
Enfin, pour (z,y) € R?, on a

flz,y) =sin(z)+(y—1)* > -14+0=—1.

T
Et donc tous les (5 + kr, 1) avec k impair correspondent & des minima de f.
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Figure .2 — La fonction f.

3f / ss ~ /// ss
2) ///, //,:"\‘ &

'//l//// f//\\\\\\ '/ \\\\ \S
/ \ /
'/ ///

I
é.. /4
s’

y

/
//

\

Corrigé de l’exercice 9

1. Les fonctions (z,y, z) — z+y+z et (z,y, 2) — 2% +3° + 22 sont C* sur R* car polynomiales.
t — e /% est C* sur R. Donc par composition et produit de fonctions de classe C!, f est
également C* sur R%. On a alors

OF (5 2) = —Z (a4 y + 2)e VOEHH2) | om1/6(a* 7 +5%)

oz 77 3

OF (9, 2) = ~ Lty 2)e” VORI | om1/6a 07 4)

dy 3

O g2 = —2( 4y + ) VO@HIH) (=162

0z 3

(z,y, 2) est un point critique de f si et seulement si

e_1/6(’”2+y2+z2)(x(x+y+z)—3):O zx+y+2)—3=0 ey — > = >
o~ 1/6(a+y7+27) (yz+y+2)—-3)=0 < ylz+y+2)—-3=0 & {x(;;y__+ 0=3 o {xQ—_yl—
e~ 1/6(" y7+2%) (z(x+y+2)—3)=0 Z2x+y+2)—3=0 Y B N

Donc f admet deux points critiques qui sont (1,1,1) et (—1,—1,—1).
2. L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux vecteurs (z,y, z) et (1,1,1) nous donne

|z +y+ 2| < Va2 +y2 + 22V12+ 12412 = V322 + 2 + 22

3. La fonction g : ¢ — Vte /6 est de classe C' sur R’ , avec

___ —t+_ —t
() \/_ 2\/_6
On a alors

11 1 1
"M20e ——-Vi>0e — > Viet <3
g'(t) VAR AR
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Et donc g admet un maximum en ¢t = 3, et ce maximum vaut g(3) = 3e1/2,

Figure .3 — La fonction g

1,,

0.8 1

0.6 1

0.4

0.2 1

\. J

Alors, pour tout (z,%, z) € R®, on a

If (z,y,2)| = |z +y+ Z|e_1/6(12+y2+z2)
<VBVa? +y? + 22e” /0 D)

<V3g(@® +y% +2°) < VBVBe 2 =3¢ = f(1,1,1).

Donc f admet un maximum en (1,1, 1).
De méme, on a f(z,y,2) > -3¢ > = f(—1,—1,—1),donc f admet un minimum en (-1, —1, —1).

Corrigé de ’exercice 10

1. Les fonctions (z,y) — 1 —, (z,y) — 1 —y, (x,y) — = +y sont C? sur Q, car polynomiales,
et ne s’annulent pas sur €.
Donc leurs inverses sont C2, et alors f est C? sur Q car somme de fonctions C2. On a alors

1 1 1 1
Vimy) = ((1_x)2 (@ ty)? (1-y? (w+y)2>'

De méme, il vient 4 (z,y) 2 + 2 82f( ) 2 + 2 et
v —~(z,y) = —(z,y) =
! I (e N e R T G (PN M CE

O oy = Ly = 2

2. (z,y) € Q est un point critique de f si et seulement si

1 1
(1—2)2  (z+y)? - 1—2)*=(x+y)?
SRR L2 =(1-y)
(1-y)? (z+v)
Puisque = €]0,1[ et y €]0,1[,onal—x > 0,1 —y > 0et z+y > 0. Et donc (z,y) est un
point critique si et seulement si

l—z=xz+y l—z=2x €T =
= =
l—ax=1—y =1y y =

11
Ainsi, f posséde sur 2 un unique point critique qui est <— >

Wl W =

3’3
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11
3. La matrice hessienne de f en (g, g) est
27

11 o 27T (2 1
Hy (gyg) = ﬁ :I(l 2).
2

Or, les valeurs propres de (? ;) sont les racines de X? — 4X + 3, c’est-a-dire 1 et 3.

e

. 2 27
Et alors, les valeurs propres de la hessienne sont — et 3 x —.Ces deux valeurs propres étant

1
strictement positives, f admet en (g, 5) un minimum local.

Corrigé de I’exercice 11

Notons que les ensembles de définition sont systématiquement ouverts, et les fonctions de classe
C?, ce qui nous permet d’utiliser les points critiques.

1. On a Vf(z,y) = (32° + y,z + 3y*). Donc (z,y) est un point critique de f si et seulement si

32° +y=0 y = —32° y = —32°

2 = 4 = 3
r+3y°=0 x+272" =0 x(1+272°) =0
1 p—
V2T

1
L’équation 1+ 2723 = 0 admet une unique solution z = — 3

1 1
f admet donc deux points critiques (0,0) et (5, §> .

Les dérivées partielles secondes de f sont

0% f B 0% f B 0% f _0*f _

Donc au point critique (0,0), on a Hf(0,0) = ((1) (1))

Ses valeurs propres sont les racines de X? — 1 : ce sont 1 et —1. Ces deux valeurs propres
sont non nulles et de signes opposés : (0,0) est un point selle de f.

) 1y [-2 1
De méme, on a Hy (—g,—g) = ( 1 2).

Ses valeurs propres sont les racines de X% +4X +3 : ce sont —3 et —1. Elles sont toutes deux

1 1
négatives, donc f admet un maximum local en (—g, _5)
Enfin, f n’admet pas d’extrema globaux car

. - . 3 _ . _ . 3 _
o S0 0) = L o7 =eoet Im f0.0)= Im a7 = o
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Figure .4 — Le maximum local de f est a droite, le point selle est au centre.

IR T LTy
RRRRsRRResgetetluts

—0.5 ‘0_5

2. Le gradient de g est

1 1
Vy(z,y) = <4y - 5,4:1: - ?) .

Les dérivées partielles secondes sont données par

0%g 0%g 2 02

g g
Ox2 (z,9) 3’ Oy? (z,9) y3’ 0xdy (@,y) 8y8mg(x’ v)

(z,y) est un point critique de g si et seulement si

1 1
4217:—2 T = 5

?/1 & 4y \
4y=§ 4y = 16y

1 1
Puisque y est non nul par hypothése, on en déduit que y° = 1 et donc y = %

1 1
= 473 = — . La matrice hessienne de g en son point critique est

1
Et alorsx:zm— 7

alors 8 4
4 8)°

Ses valeurs propres sont les racines de X2 — 16X +48 = (X — 4)(X — 12).
Les deux valeurs propres étant positives, on en déduit que g admet un minimum local en son
unique point critique.

1
Ce minimum n’est pas global car g(x,1) =42+ - +1 — —o0.
xT z—0~
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Figure .5 — La fonction g et son minimum.

1 1
3. On a Vh(x,y) = | 2x — , 2y — .
= (2= o= )
Ainsi, (x,y) est un point critique de h si et seulement si
2 1 0
x — = = =
2 rT=Y T=Y 1
(x ‘|i Y) PN ) 1 S, 1 sr=y=-.
A e T B

De plus, les dérivées partielles secondes de h sont données par

ﬂ(m )_2_,_# @(x )_24_# ﬁ(x )_ﬁ(x )_L
a2 Y = (x+y)3 Oy? Y= (x +y)3 0zdy Y - Oyox Y C(z4y)¥

La hessienne de h au point critique est donc Hy(z,y) = <;1 i)

Ses valeurs propres sont les racines de X2 — 8X + 12 : ce sont 6 et 2.
Ces deux valeurs propres sont strictement positives, donc h posséde un minimum local en

)
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Figure .6 — Le maximum local de h est & droite, le point selle est au centre.

Corrigé de 1’exercice 12

1. f est de classe C? car polynomiale.
On a Vf(z,y) = (2 + 2y +y>, 2y + 22 + 3xy?). Donc (z,y) est un point critique de f si et
seulement si

2y + 22 + 3zy? = 0 y*(y —3z) =0

De la deuxiéme équation, on tire y = 0 (et alors z = 0) ou y = 3.
Dans ce second cas, la premiére équation devient alors 8z + 27z° = 0 < z(8 4+ 272%) = 0.
Donc soit 2 = 0 (et alors on retrouve y = 0), soit 8 + 27z = 0, ce qui est impossible.
Donc (0,0) est I'unique point critique de f.
2. On a

2e+2y+9°=0 20 +2y+1y3 =0
{ L2<1L—>1—L2

o2 f 02 f 92 f

32
8—;;(90,2/) =2, (z,y) =2+ 3y°.

2 2
Cette matrice est de rang 1 car ses deux colonnes sont identiques, et donc posséde 0 comme
valeur propre. On ne peut donc pas utiliser le signe des valeurs propres pour déterminer la
nature du point critique (0, 0).
3. Ona f(z,x) = 2" + 422 = 22(2* +4) > 0 et f(z,—2) = —2* 0.
Supposons que f posséde un minimum local en (0,0). Alors il existe » > 0 tel que pour
(z,y) € Jfo(O;f), f(0,79) < flz,y).

Donc H;(0,0) = (2 2).

roor
i 5 )= 2 < e 55 < 0
ais || 5.3 7 < r, de sorte que 575) € B,(0,7)
Or, f (g, —g) < 0 = f(0,0), contredisant le fait que f admet un minimum local en (0, 0).
On montrerait de méme, a I’aide de f (g, g), que f n’admet pas de maximum local en (0, 0).
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Toute boule centrée en (0,0)
contient des points (z,x) (en vert),
ou f prend des valeurs positives et
des points (z, —z) (en rouge), ou f
prend des valeurs négatives.

Corrigé de ’exercice 13

1. f est polynomiale, donc de classe C.
On a alors Vf(x,y, z) = 2(x — yzy — xz,z — xy) et
0% f 0% f 0% f
@(ac,y,z) = 8_y2($’y’z) = @(ac,y,z) =2.

9% f 92 f 92 f 9% f 9% f 9% f
920y (z,y,2) ay({)sc(ﬂc,y,z) - (z,y,2) aZ&C(ﬂc,y,z) Y 520y (z,y,2) ayaz(””’y’z) T

2. (z,y,2) est un point critique de f si et seulement si

r—yz=0 T =yz
y—rz2=0 < y=uzz
z—yxr =20 Z=yx

Sixz=0,onaalorsy=2z=0.

Six#0,alors on a y = xz = x(zy) = 2%y, de sorte que > = 1, et donc z = +1.
Siz=1,alorsy =z, et 1 =z =yz =y, de sorte que y = +1. Et alors z = zy.

Les solutions du systéme sont dont parmi (0,0,0), (1,1,1),(-1,1,-1),(-1,1,-1), (1, -1, —1).
On vérifie que ces cinqg triplets sont bien des solutions du systéme, et donc que f posséde
cinq points critiques.

3. La matrice hessienne de f en (0,0,0) est

O O N
oo O

0
0], qui posséde 2 comme unique valeur
2

propre. Et donc, toutes les valeurs propres de la hessienne étant strictement positives, on en
déduit que f admet un minimum local en (0,0, 0).
3

1l ne s’agit pas d’un minimum global car lim f(z,z,z) = lim 32 — 2% = —c0.
Tr—+00 Tr——+00

4. Les matrices hessiennes aux autres points critiques sont

2 -2 -2 2 2 2
Hi1,1,1)= [ -2 2 —2| Hy1,-1,-1)=|2 2 =2
-2 -2 2 2 -2 2

2 -2 2 2 2 -2

Hi(-1,-1,1)=| -2 2 2| Hy(-1,1,-1)=[2 2 2

2 2 2 -2 2 2

On constate que Hy(1,1,1) — 413 est une matrice de rang 1

Mais alors 6 = Tr(Hs(1,1,1)) =4 x 2+ X, ou A est la derniére valeur propre. On obtient
alors A = —2.

Ainsi, H¢(1,1, 1) posséde au moins une valeur propre strictement positive et une valeur propre
strictement négative : f n’admet pas d’extremum local en (1,1, 1).

Le raisonnement est exactement le méme pour chacun des autres points critiques, car 4 est
alors encore valeur propre de la hessienne, avec un sous-espace propre de dimension 2, et la
trace est encore égale & 6, de sorte que —2 est la derniére valeur propre.

Corrigé de I’exercice 14
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1. Les fonctions (z,y) — x et (z,y) — y sont C' sur (R%)? car polynomiales, et & valeurs dans
RY.
Par composition par la fonction logarithme, qui est C! sur R’} , puis par produit et par somme,
la fonction f est dont C' sur (R% ).
On a alors

ry

2. (x,y) est un point critique de f si et seulement si

Vi(z,y) = <1ny E7E lnx) .

Iy — Y
ny = =
¥
Inx = —
Y
- ) . . . 1
En multipliant les deux équations, on obtient Inxlny = 1, soit encore Inx = —. En

Iny
particulier, Inz et Iny sont tous deux positifs. En passant au logarithme dans la premiére

1
équation, on obtient In(lny) = In(y) — In(z) = In(y) — Tyriad e(In(y)) = 0.
ny
3. ¢ est dérivable et vérifie
1 1 t—t*—1
Tl E=T e <O

Ainsi, ¢ est strictement décroissante sur R, . Elle s’annule en ¢ = 1.
Donc si (z,y) est un point critique de f, alorsIny =1 <y =e.

Et alorslhe = — =1z =c.
Iny
On en déduit que f posséde un unique point critique (e, e).
4. On a

fle+a,e—a)=(e+a)lnfe—a)—(e—a)lnle+a)=—f(e—a,e+ ).
Pour « proche de 0, on a

fle+ta,e—a)=(e+a)ln(e —a) — (e — a)ln(e + a)

=(e+a) (1+1n(1—%))—(e—a) (1+1n(1+%))
=(e+a) <1—%—;—;—%+0(a3)> —(e—a) <1+%—a—2+a—3+0(a3))

= —%ag + o(a?).
Ceci prouve qu’au voisinage de 0, f(e+a, e—a) prend des valeurs non nulles. Et en particulier,
pour « > 0 suffisamment proche de 0, f(e + a,e — a) < 0.
Or, dans une boule centrée en (e, e), il existe des points de la forme (e+«, e—«) et des points
de la forme (e — a,e + «). En ces points, f prend des valeurs respectivement strictement
négatives (et donc strictement inférieures & f(e,e) = 0.) et strictement positives. Donc f

n’admet pas d’extremum local en (e, e) : (e, e) est un point selle de f.

Corrigé de D’exercice 15

1. La fonction f est continue sur D car elle y est polynomiale. Puisque D est un fermé borné,
f v admet donc automatiquement un maximum et un minimum.

2. Sur 'ouvert Dy, f est de classe C', toujours car elle est polynomiale. Et on a alors

af of Toute  boule
3_($’y) = —2zy + 2z, 3_($’y) = 29_$2- centrée en
v Yy (e,e) contient
Et donc (z,y) € Dy est un point critique de f si et seulement si ?ee:_ ayepo_m;;
(en rouge)
{—Qxy +2x=0 - {x(l —y)=0 et des points
2 _ 2 _ (e —a,e + )
2y—2" =0 2y—z" =0 (en vert).
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De la premiére équation, il vient x =0 ou y = 1.
Si ¢ = 0, alors y = 0, ce qui nous donne un premier point critique (0, 0).
Siy=1,alors z = +v2.
Or les points (v2,1) et (—v/2,1) ne sont pas dans 'ouvert Dy.
Donc sur Dy, f ne posséde qu'un seul point critique en (0,0).
3. Soit g la fonction définie sur [—1, 1] par

9(@) = fz.a* — 1) = (2® ~ 1) —22(@® ~ 1) +2* = 1.

Donc g est constante sur [—1, 1].

Notons h la fonction définie sur [—1, 1] par
h(z) = flz,1 —2?) = (1 — 22)? — 2%(1 — 2?) + 22 = 22" — 222 + 1.
Alors h est dérivable sur [—1, 1], avec
B (z) = 823 — 4x = 4x(22° — 1).

Le tableau de variation de h est donc donné par

1 1
-1 _ _—
T NG 0 NG 1
T — — 0 + +
22% — 1 + 0 - - 0 +
g/(x) - 0 + 0 — 0 +
1 1 1
2 2

Ainsi, h admet un maximum sur [—1, 1], qui vaut 1 et qui est atteint en —1, en 1 et en 0.

Et h atteint un minimum en x = +——, et ce minimum vaut —.

V2

Le minimum m de f est soit atteint sur l'ouvert Dy, soit sur D \ Dy.
Or, les points de D \ Dy sont ceux de la forme (x, 2% — 1) ou de la forme (z,1 — 2?).

Nous venons de prouver que sur D \ Dy, f prend des valeurs comprises entre 3 et 1.

Alors que f(0,0) = 0. Donc le minimum de f sur D est atteint sur Dy, et donc nécessairement
en (0,0) : mf(0,0) = 0.

De la méme maniére, le maximum M de f sur Dy est nécessairement atteint soit en un point
critique sur Dy, soit en un point du bord de D.

Puisque (0,0) est I'unique point critique, on en déduit que M est atteint sur D\ Dy, et donc
les études de fonctions précédemment effectuées prouvent que M = 1.
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Figure .9 — En bleu la fonction z — f(z,1 — ) et en violet la fonction (constante) z +— f(z,2% — 1).

{

g
| N
W
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Corrigé de D’exercice 16

1. Notons que D n’est autre que la boule fermée de centre (0,0) et de rayon 1, il s’agit donc
d’un fermé borné.

Puisque f, qui est polynomiale sur D est continue, elle y admet donc un maximum et un
minimum.

2. Notons que B,(0,1) est un ouvert, sur lequel f est de classe ct.

of a2 oy . Of _
On a alors D (z,y) =3z —3(1+y°) et 2y (z,y) = —zy.

Ainsi, (x,y) est un point critique de f sur B,(0,1) si et seulement si

322 —3(1+4%) =0 - =1+
—6zy =0 zy =0

De la premiére équation, il vient 22 > 0, et donc x # 0, de sorte que la seconde équation
nous donne nécessairement y = 0.
Et donc 2® = 1. Mais alors 2 + y* = 1, et donc (z,y) ¢ B,(0,1).
Ainsi, f n’admet pas de point critique sur 'ouvert B,(0,1).
Et par conséquent, le maximum et le minimum de f sur D ne peuvent étre atteints sur
B,(0,1).Ainsi, f atteint forcément son maximum et son minimum sur des points de D\
B,(0,1), c’est-a-dire en des points du cercle de centre (0,0) et de rayon 1 (autrement dit, sur
le cercle trigonométrique).

3. Soit g la fonction définie sur R par g(t) = f(cos(t),sin(t)).
Lorsque t parcourt R, (cost,sint) parcourt le cercle trigonométrique.
Et par 2m-périodicité des fonctions trigonométriques, on peut se limiter & étudier g sur un
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intervalle de longueur 27, par exemple [—m, 7].

Et donc ensemble { f(x,y), 224y* = 1} des valeurs prises par f sur le cercle trigonométrique
est égal & {f(cost,sint), t € [—m, x|}, c’est-a-dire & I'image de g.

On a alors

g(t) = cos®t — 3cost(1 +sin®t) = cost(l — 3 — 3(1 — cos®t) = cost(—6 + 4 cos® t).

En particulier, on remarque que g est paire, et donc il suffit de ’étudier sur [0, 7]. Rappelons que
Ainsi, g est dérivable sur [0, 7] et cos(—t) = cos(t).

g'(t) = —sint(—6 + 4 cos®t) + cost(—8sintcost) = 6sint(1 — 2 cos® t).

Pour ¢ € [0, 7], on a

12cos2t>0¢>cos,2t§%<f>%cost< g@;%gt\ 3%
Et donc le tableau de variations de g est donné par
t 0 /4 3r/4 T
sint 0 + + + 0
1—2cos?t - 0 + 0 -
g'(t) 6 - 0 + 0 - 0

—T 3T

A~
=~

\ J

Ainsi, g admet pour minimum —2v/2 et pour maximum 2V/2.
On en déduit donc que m = —2v/2 et M = 2v/2.

De plus, le minimum de f est alors atteint en deux points de D qui sont

R
[
=

~——

&

272
2 2 2 V2 2 2
(%, %) .De méme, le maximum M de f est atteint en (%, %) et (%, g) .
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Figure .11 — En violet : ’ensemble D. En bleu : les valeurs prises par f sur le bord de cet ensemble,ainsi que les quatre extre

SN \\
SSTTITTEIONTY
TN
S NN My
S, ‘,::..““‘\\e\“\§
= N

RS
Vo eletee
Q’o’o‘i"’o’{of&

%
OSSR
55

Corrigé de ’exercice 17

x
1. Soit F: x> / f(t)dt. Alors nous savons que F est de classe C', et que sa dérivée est f. C’est le théoréme
1 fondamental de

P’analyse.

On a de plus, pour tout (z,y) € R?,

1 [ F(zy) — F(x
o) =1 [ soyar = L LD
T Sy x
On va poser le changement de variable t = sz dans lintégrale, on a alors, pour y € R et

x#0
1 Yy Y
—/ f(t)dt:/ F(sz) ds
T Jg 1

Soit yo € R fixé et § > 0

— La fonction s — f(sz) est intégrable sur [1,y0] en tant que fonction continue sur ce
segment
— La fonction  — f(sx) est continue sur | — 4, §]
— [ est continue sur le segment [—d|yol, d|yol|], elle y est donc bornée par une constante K.
Ainsi
Vse[lyl, Veel-60  flzs)<K
Et la fonction s — K est intégrable sur le segment [1, yo]
D’aprés le théoréme de continuité pour les intégrales & parametres, la fonction ¢, : * —
Yo Yo
f(sx)ds est continue en 0. En particulier ¢, (0) = / f(0)ds = f(0)(yo — 1).
1 1
Notons que cela ne montre pas que g se prolonge par continuité en (0,yo). Par contre cela
nous indique que, si g se prolonge par continuité en (0, yo) alors g(0,y0) = f(0)(yo — 1).
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Soit (z,y) € R* XR, on a

fOm-1n=1 [ 10

D’out

1

o)~ 100 -l = |1 ([ sac- [T r0ar)]

1

= / £(1) O)dt—/ f(O)dt‘

|| 2y

1

;-/ F6) = FO) |+ 170}y — )
Soit 6 > 0. Si \/22 + (y — y0)? < § alors |z| < 0 et |zy| < §(yo + 9).
Soit € > 0, f est continue en 0, il existe donc v > 0 tel que, si |t| < v alors | f(t) — f(0) < e.
Prenons alors ¢ tel que max(e,e(yo +¢)) <vetd<e

On a alors, si (x,y) € B((0,%0),9)

o(a.9) — FO)(wo FO)] + £ 0y - )
edt}ﬂf( ) - w)
< €|y* 1|+ [£(0)(y — o)
<elyo+e—1+[f(0)e
<e(lyo =1 +e+1F(0))
Par la caractérisation de la limite, ceci montre que lim g(x,y) = f(0)(yo — 1). g est

(z,y)—(w0,y0)
donc bien prolongeable par continuité en (0, yo).

Finalement ¢ est prolongeable par continuité sur R
2. Prenons f : ¢ — |t|, f est bien continue sur R mais n’est pas dérivable en 0.

x| (yly] — 1)

On a alors g(z,y) = 5

t,0) —g(0,0
Cette fonction n’est pas dérivable, en effet on a g(0,0) =0, lim 9(4,0) ~ 9(0,0)

t—0+ t
t—0— t

=-1/2et
= 1/2. g n’a donc pas de dérivée partielle suivant x en (0,0).

En toute généralité la fonction prolongée g n’est donc ni de classe C*, ni de classe C2.

Corrigé de ’exercice 18
Soit f une fonction de C* sur (R%)? telle que

2 0°f

2
e @l -rgl

Y(z,y) 92

=0

Soit g : (z,y) — f (; my)

g est de classe C* sur (R%)? et on a

@( )7lﬁ T oou)+ of Lo
Oz T,y *yax Y Y yay Y’ Y

99 _ _zoffz N, 0f (%
oy~ 2o \y " oy \y' "

Puis
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Soit y >0et ¢ :x+—> %(z,y), on a alors x¢'(z) = p(x).
Y

Ainsi, il existe une fonction K de classe C' tel que ¢ : x +— K (y)x.

Puis, en primitivant par rapport a y a x fixé on en déduit qu’il existe deux fonctions a et b de
classe C? telles que

g: (z,y) = za(y) + b(x)

On a alors f(z.) =g (V7. \@ — Egal /) + b (ﬁ)

En posant o : t — a(v/t) et 8 : t — b(v/t) on a finalement

f(@,y) = Vagaley) + 8 <§)

Réciproquement on vérifie par un calcul aisé que, si a et b sont deux fonctions de classe C? et

fi(zy) = Vaeyalazy) + 8 (E) alors f vérifie bien I’équation aux dérivées partielles voulue.
Yy

Corrigé de 1’exercice 19

1. Posons le changement de variable s = 2z 4 ¢t dans l'intégrale, on a alors

2x+y

F(x,y) = /y " Tl f(2x +t)dt = /2I+y e’ f(s)ds = e_z/ e’f(s)ds

—T x

La fonction ¢ — f(t)e’ est de classe C? sur R, elle admet donc une primitive ¢ de classe C?
sur R.

On a alors F(x,y) = e *(p(2z + y) — p(x)).
Par produit et composition de fonction de classe C? on en déduit que F est de classe C? sur
R.

2. On a

g—i(fc, y) = —e " (p(2x4y)—p(x))+e " (20 (2z+y)—¢' () = —F(z,y)+2e" " f (224y)— f(2)

OF .
a—y(x, y) =e "' Qe +y) =e"TVf(2z +y)
Puis
O*F oOF oy ’ ’ T4y pf /
ooz (00) = =5 (@, )+ (2f Quty)+4f Quty))— f'(2) = F, y)+f (2)+4e” [ 22y)— ()
2
%75(% y) =" TV(fz+y) + f'(2z+y))
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D’ou

%(f&y) (Z( y) — gi(fcy)JrF(xy)
F(z
—f

JY) + (@) + 4"V (20 +y) — f'(x) = 2F (2,y) + 4V f (22 + y) — 2f (2) — 4TV (f(z + 2y) + f'(z + 2y
() = f(x)

0*F oF 0*F
Ainsi F est solution de I’équation aux dérivées partielles £ + 28_ 4—— RIE +F=1siet
x
seulement si f' + f = —1.
L’équation différentielle f'+ f = —1 a pour solutions les fonctions de la forme f : ¢ — Ke '—1
avec K € R.
0*’F _OF 0O°F
On en déduit que F est solution de I’équation aux dérivées partielles —+4+2——-4——+F =
0x2  ~Oxr  Oy?
1 si et seulement s’il existe K € R tel que f:t+ Ke ' —1

On peut alors calculer explicitement F', on a

Fi(z,y)—e ™ (K(x+y)+e —evt?)

Corrigé de ’exercice 20

1. f est de classe C? sur R? et on a

of
ox

0
=322 — 3 — 342, a—z = —6zy

2
¢ -y =1
Les points critiques de f sont alors les points (x,y) tels que { %
Ty =

Tl s’agit de (1,0) et (—1,0).

On a de plus
0% f 0°f 0 f
P A = T
N 6x —6
D’ou Hy(z,y) = (—61: —6?;)'

H(1,0) et Hy(—1,0) ont toutes pour valeurs propres —6 et 6, ainsi (1,0) et (—1,0) sont des
points selles de f.

2. Soit D = {(x,y) € R* , 2% + y* < 2}. D est une partie fermée et bornée de R?. Puisque f
est continue on en déduit qu’elle admet un maximum et un minimum sur D.

On vient de voir que f n’atteint un extremum local en aucun des points critiques précédents.
Ainsi le maximum et le minimum de f sont atteint sur le bord de D.

z(t) = /2cos(t)
y(t) =V2sin(t)’

Le bord de D est un cercle de centre O(0, 0) et de rayon \/5, on le paramétre par {

On est alors amenés a étudier o : t — f(v/2cos(t), V2sin(t)) sur [0, 27]
Pour t € [0,27] on a

o(t) = V2cos(t) (2cos(t)® — 3 — 6sin(t)?) = —V/2 cos(t) (1+ 8sin(t)?)
 étant paire on limitera notre étude & [0, 7]. On a alors

' (t) = V2 (sin(t) (1 + 8sin(t)?) — 16 cos*(¢) sin(t)) = 3v/2sin(t) ) (3 — 8 cos(t))

On en déduit le tableau de variations suivant
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E) ()
0 arccos - arccos - s
8 8

o(arccos (@) )/ \

V2

8

3 3
On a par ailleurs p(arccos (\/;)) = —3V3 ~ —5.2 et p(arccos ( —)) =3V3~52

De T’étude des variations de ¢ on en déduit que le maximum de f sur D est atteint en

oo ) e (4 2))) - (25

S

. 3
f sur D est atteint en | cos | arccos \/;

o o (2)) - e[

. et que le minimum de

V5

)= (V52) -

)

,sin <arccos (
V5

(3\/5

ol w

N———
N—

Corrigé de I’exercice 21

1. Soit (z,y) € R?, la fonction t +— (t — z)*(t — y)Qe*1t2 est continue sur R, il n’y a donc
d’éventuels probléme qu’au voisinage de —oo et +oo.

Par croissances comparées on a lim 2 (tf:E)Q(tfy)Qe*t2 = lim ¢ (lff:ac)Q(tfy)Qe*1t2 =0.
t— o0 t——o0

Ainsi (t— 220t — )% = o (%2) of (t—2)(t— )% = o ( ! )

t—>Tl-oo t—>_— 00 12

too ] !
Or / 7] dt et / 7 dt sont des intégrales convergentes.
1 —o00

1
De plus, pour tout t € R on a (t — x)*(t — y)2(f1t2 >0et = >0.

27
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Ainsi d’aprés le théoréme de comparaison pour les intégrales de fonctions positives, les inté-
“+o00 —1
grales / (t—2)%(t —y)%e " dt et / (t —2)%(t — y)%e~" dt convergent.
1 —o0
1 2
Par continuité de I'intégrande sur le segment [—1,1] 'intégrale / (t —2)%(t —y)%e™" dt
converge. -1

—+oo
Finalement / (t —x)*(t — y)Qe_t2 dt converge.

— 00
o0 5 o0 5
2. Par les mémes arguments que la question précédente les intégrales / t3e™ dtet / te™t" dt.

— 00 — 00

Or, leurs intégrandes étant impaires on ne déduit que

+oo R +oo 5
/ tlet dt:/ te ™t dt=0
— 00 — 00

Soit (z,y) € R% on a

+o0 5 +oo 5
/ (t —x)(t —y)%e " dt = / (t? — 2t + 2%)(t* — 2yt + y?)e™ dt

— 00 —0o0

+oo
= / (t* = 2(x + y)t3 + (2% + y* + day)t? — 2wy(x + y)t + J[:2y2)e_t2 dt

— 00
+oo 5 +oo 5
:/ the™! dt72(z+y)/ t3e™t dt
— 00 — 00
—+oo +oo

2 too 2
te~t dt+:r2y2/ e U dt

— 00

t2e~t dt — 2zy(x + y) /

— 00

+ (@ +y* + 4961/)/

37 VT
T

(z* + 9 + 4953/)7 + 2?y* VT
D’ou

1 [t 2 3 1
F(x,y):ﬁ/ (t—x)Q(t—y)2e ¢ dtzz—i——( 2?4 day) + 2%y?

[\]

3. F est de classe C? sur R et on a
oF oF
o5 () = T+ 2y + 2y, a—y(x7y)=y+2x+2w2y
42y +2xy? =0

Le point (x,y) est alors un point critique de F' si et seulement si .
P (z,9) P d {y+2x+2x2y =0

On a
T+ 2y +2xy> =0 - T+ 2y + 2xy? =0
y+2x+22%y =0 3z + 3y + 2%y + 2yz® =0

x4 2y + 2xy? =0
(x+y)(3+2zy) =0

-3
—2—+2y—3y:0
{z+2:p30 Y

= ou r#0O0ety#0
y=—x

Ty
-3
222 —-1)=0 y2:7

& 22" —1) = ou x#£0ety#0
Yy=—-x 3
= _2
2y
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On a de plus
O*F 5 0’F 9
gz &y =142y, 6—3/2(x,y)=1+2x
0’F
3x—&¢/(x’y):2+4xy
. 1+2y% 244y
Doqu(x,y):<2+4$y 14222 )

— Hp(0,0) = <; ?) a deux valeurs propres de signes opposés, (0,0) est donc un point selle
de F.
H < L L ) H < LI ) 21> a d 1 trict t iti F
— —,—— | = ——,—= | = a deux valeurs propres strictement positives,
F NG F NG 2 prop b

. .. 1 1 1 1
atteint donc un minimum local en | —, — et
V2

i)\
=0

//ZZZZ/://///, 77
N , Y
A 0

RN
SN
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